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1 Einleitung

Die Sitze von DESARGUES (1593-1662) und PAPPOS (ca. 300 n. Chr.) sind zwei
klassische Sitze der projektiven Geometrie. Sie treffen Aussagen tiber die Kolli-
nearitdt von Punkten und sind mit einfachen Mitteln der linearen Algebra beweis-
bar. Der Satz von PAPPOS stellt einen Sonderfall des Satzes von PASCAL dar. Wir
werden auBBerdem sehen, dass die Dualisierungen der beiden Sétze zu interessanten
Resultaten fiihren: Der Satz von DESARGUES ist selbstdual und fiir den Satz von
PAPPOS erhalten wir den Satz von BRIANCHON.

2 Der Satz von DESARGUES

Satz von DESARGUES Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K, wobei
dimV > 3. Dann gilt in P(V):

Fiir jede Auswahl von paarweise verschiedenen Punkten A, A, A3, By, Ba,
B3 mit folgenden Eigenschaften:

- A;, B; sind kollinear mit einem Punkt Z, wobei Z # A; # B; # Z (i =
1,2,3)
- Ay, Ay, A3z bzw. By, B, B3 sind nicht kollinear

gilt, dass die Punkte! P, =A1ANB 1By, Pr3 =A2A3NByB3, P31 = A3A1 N
B3B; auf einer gemeinsamen Geraden liegen.

17Zur Notation: A;A N B;B; bezeichne den Schnitt der (projektiven) Geraden durch A; und A;
mit der Geraden durch B; und B;
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Beweis®: Seien Z, A;, B; (i = 1,2,3) wie oben und z, a;, b; € V so gewihlt, dass
Z = <Z>,Ai = <a,~>, Bi = <bl> (i = 1,2,3).

Da fiir i = 1,2,3 die Punkte Z, A;, B; jeweils kollinear und damit z, a;, b; linear
abhingig sind, existieren jeweils A;, y; € K, so dass

7= Na;+ pib;.

Dabei gilt A;, u; # 0, da z, a;, b; paarweise linear unabhingig sind, denn Z # A; #
B +Z.
= z=Maj +mby = May+ by = a3 +pusbs (%)
= (May —Maz) = (u2br — pb1) = Pp

Die letzte Gleichheit ergibt sich daraus, dass P = AjA; N BBy = {(aj,az) N
(b1,b3) als Schnitt verschiedener zweidimensionaler Unterrdume von V héchstens
eindimensional sein kann, andrerseits aber A ja; —Ayap = poby — u1by € {ay,az) N
<b1,b2> und Ma; —has 75 0, da <a1> 75 (a2> und )\.1,)\.2 75 0. Analog fOlgt aus (*)

Py3 = (Map — Nsaz)
P31 = (h3az —May)
Daraus ergibt sich nun
Py = (ha; —Map) € (hax —hzaz, hzaz3 —hjay) = Pr3P3)

P2, Pr3, P31 sind also kollinear.

2.1 Das Dualitéitsprinzip

Das Dualitétsprinzip (in zwei Dimensionen) behauptet, dass in einem projektiven
Raum jede Definition eine Bedeutung behélt und jeder Satz wahr bleibt, wenn wir

Punkt und Gerade
Verbindung und Schnitt

vertauschen.?

In hoheren Dimensionen werden Punkt und Hyperebene, Gerade und (n — 2)-
dimensionaler Unterraum etc. vertauscht (falls dim P = n).

Das Dualitétsprinzip ist ein Satz liber mathematische Sétze. Eine streng logische
Begriindung kann man zum Beispiel erbringen, indem man beachtet, dass die

2Vgl. hierzu [3] S. 161 und [1] S. 56f
Svgl. [4]S. 21
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Axiome der projektiven Geometrie ihre eigenen Dualisierungen enthalten. Das
fiihrt uns aber an dieser Stelle zu weit in den Bereich der synthetischen Geometrie*.
Eine andere Herangehensweise findet sich in Betrachtungen iiber den Dualraum?,
Beim Satz von DESARGUES ist der Satz, den wir durch Dualisieren in P>(K)
erhalten gerade die logische Umkehrung des Satzes von DESARGUES. Das ist

so zu verstehen:

Fiir zwei Dreiecke AjA2A3 und B{B;B3, die auch durch Angabe der Seiten aj,
az, az bzw. by, by, bs (als Geraden, die nicht durch einen Punkt verlaufen) fixiert
werden kénnen, betrachten wir folgende Eigenschaften®:

(E1) Es existiert ein Punkt Z, so dass A;, B; und Z fiir i = 1,2,3 jeweils kollinear
sind.

(E;) Es existiert eine Gerade z, so dass a;, b; und z fiir i = 1,2,3 jeweils durch
einen Punkt verlaufen.

Der Satz von DESARGUES besagt dann (E1) = (E»). Der dazu duale Satz ist in
diesem Fall (E,) = (E)).

3 Der Satz von PAPPOS

Satz von PAPPOS Sei V ein Vektorraum tiber einem Koérper K, wobei dimV >
3. Dann gilt in P(V):

Fiir jede Auswahl von paarweise verschiedenen Punkten A, A, A3, By, Ba,
B3 gilt:

Liegen A1, Ap, A3 auf einer Geraden g und B, By, B3 auf einer Geraden £,
wobei gNh# @und A; # gNh # B; (i=1,2,3), so liegen die Punkte O, =
A1By;NB1Ay, Q23 =A2B3NBA3, Q31 = A3B1 N B3A | auf einer gemeinsamen
Geraden.

4siehe dazu auch [4] S. 21f und [1] S. Off
Ssiehe dazu auch [3] S. 172ff und [5] S. 571f
bvgl. [2] S. 199
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Beweis’: Seien g, h, A;, B; (i =1,2,3) wie oben, Z:=gNhund z, a;, b €V
wiederum so gewdhlt, dass Z = (z), A; = (a;), Bi = (b;) (i=1,2,3).

Da Ay, Ay, Az, Z kollinear sind, also ay, az € {(ay,z), existieren a € V und A € K,
so dass

A =(a), Ay=(z+a), Az={(z+A\a).
Analog existieren b € V und u € K, so dass

Bi =(z+Db), By=(b), B3= (z+ub).

Damit folgt nun Q1> = AjB, NB1Ay = (a,b) N (z+b,z+a) = (a—Db).

Die letzte Gleichheit ergibt sich daraus, dass erstens A|By # BjAj3, also Q, als
Schnitt verschiedener zweidimensionaler Unterrdume von V hochstens eindimen-
sional sein kann, und zweitens a —b € (a,b) = A|B; sowie a—b = —(z+b) +
(z+a) € (z+b,z+a). Analog folgt

0O = ArB3; N ByA3 = <Z+Cl,Z+ﬂb> N <b,Z+)\a>
= (Mz+a)+(1=N)(z+wub)) = {(n—M)b+ (z+ha))
= (z+Ma+pub—Iub) = (c — \ub)

031 = A3BINB3A| = (z+ha,z+b)N(z+ub,a)
= ((I=p)(z+nra)+pu(z+b)) = ((z+ub) + (A — ph)a)
= (z+Ma+pb— pha) = (c — pha)

fiir ¢ := z+ ha+ pub. Daraus ergibt sich nun
Q12 = (a—b) = (pha—Mub) € (c—Mub,c — pha) = 023031.

Q12, 03, 031 sind also kollinear.

7Vgl. hierzu [2] S. 229 und [1] S. 57f
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Bemerkung In der Literatur findet man manchmal, dass der Begriff Kérper den
Begriff Schiefkorper mit einschlie3t. Tatséchlich gilt der Satz von PAPPOS aber
nur genau dann, wenn K kommutativ ist. Das haben wir im letzten Beweisschritt
genutzt. Der Satz von DESARGUES hingegen gilt auch, falls K ein Schiefkorper
ist.

Die Dualisierung des Satzes von PAPPOS fiihrt uns in P>(K) auf den

Satz von BRIANCHON  Fiir jede Auswahl von paarweise verschiedenen Geraden
ai, az, as, by, by, bz gilt: Verlaufen ay, as, a3 durch einen gemeinsamen Punkt
G und by, by, b3 durch einen gemeinsamen Punkt H, wobei a; # GH # b; (i =
1,2,3), so verlaufen die Geraden® g1 = (a1 Nb2)(b1 Naz), g2z = (a2 Nb3) (b N
az), q31 = (a3Nby)(b3Nay) durch einen gemeinsamen Punkt.

4 Zwei Konstruktionsaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind Anwendungsbeispiele fiir den Satz von Desargues
bzw. dessen Umkehrung, jeweils im zweidimensionalen Fall.

Das kleine Blatt Auf einem Blatt Papier sind zwei Geraden gegeben, die sich
aullerhalb des Blattes schneiden. Man konstruiere auf dem Blatt die Gerade, die
durch den Schnittpunkt der gegebenen Geraden und einen weiteren vorgegebenen
Punkt auf dem Blatt verléuft.

8Zur Notation: (a; Nb;)(b;Na;) bezeichne die (projektive) Gerade durch die Punkte (a;Nb;)
und (b;Naj)
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Losung: Sei der vorgegebene
Punkt auf dem Blatt fortan
mit A, bezeichnet und die
vorgegebenen Geraden mit g 9
und 4. Thr Schnittpunkt Z liegt

aulerhalb des Blattes. Dann A
fiihrt folgende Konstruktion zu .
einer Losung des Problems: .

1 Zeichnen einer Gerade, die
g in einem Punkt A; schneidet
und einer weiteren (davon
verschiedenen) Gerade, die /4 in \
einem Punkt A3 schneidet und )
Verbinden von A; und A3 durch N
eine weitere Gerade.

2 Zeichnen einer Gerade, die
alle Geraden A;A; schneidet.
Der Schnittpunkt dieser ‘
Gerade mit der Gerade T 38w
A;A; sei mit P;; bezeichnet \ N
(i) € (1,2),(2,3), 3, 1).

°
/

3 Festlegen eines Punktes \
By € h mit By # As. Der L
Schnittpunkt von B3zP3; mit g
sei Bj.

4 Schliellich sei B der

. . B, ,’ WP = e
Schnittpunkt von BiPj; mit M

Py3;B3. Dann ist A;B, die e

‘ Soa
gesuchte Gerade. T TN

Das folgt unmittelbar
aus der Dualisierung des
Satzes von Desargues fiir
zweidimensionale  projektive
Riaume, die in dieser Situation
wie folgt lautet:

g = A1B1 und h = A3B3 verlaufen genau dann
durch einen gemeinsamen Punkt mit AB»,
wenn Pj2, P»3, P31 kollinear sind.
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Das kurze Lineal Esistdie Verbindungsstrecke zweier Punkte mit einem Lineal
zu konstruieren, das nicht so lang ist wie der Abstand dieser beiden Punkte.

: Bl_ '-_.::' Bl_
3 e

) -7 Ay -7 h

g g it

_ - - ! B

e :=«§-§——-A—2.‘;z _____ - —*Bz—_ )
—~ = ~ Dot
‘?;,"-—‘.‘: :
R 3 .:'.83
B B B
[ ] . ®

Losung: Die folgende Konstruktion setzt ein gewisses Augenmaf} voraus, so dass
das Lineal praktisch auch nicht mehr beliebig kurz sein darf, sondern nur so
kurz, dass sich die gleich beschriebenen Hilfspunkte immer noch durch das Lineal
verbinden lassen. Dabei kann es nétig sein, die Winkel zwischen manchen Geraden
recht klein zu wiéhlen und solche gegebenenfalls durch mehrmaliges Anlegen des
Lineals zu verlidngern. Auerdem muss der Punkt C, der letztendlich mit einem der
Ausgangspunkte A oder B verbindbar sein soll, nahe genug an A oder B konstruiert
werden. Das ist anschaulich sicherlich moglich; auf eine exakte Begriindung wird
an dieser Stelle verzichtet.

Seien also die beiden vorgegebenen Punkte mit A und B bezeichnet. Dann liefert
die folgende Konstruktion (unter den genannten Einschridnkungen) die gesuchte
Verbindungsstrecke:

1 Zeichnen von jeweils zwei Strahlen an A und B so, dass sich die Verbindungs-
strecke von zwei der entstehenden Schnittpunkte noch mit dem Lineal zeichnen
lasst und die Verbindungsstrecke AB schneiden wiirde. Diese Schnittpunkte seien
fortan A; und B;.
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2 Festlegen eines Punktes Z auf A; By und Zeichnen von zwei weiteren Geraden
durch Z. Die Schnittpunkte der einen Gerade mit AA| und AB; seien entsprechend
A und B,, die der anderen Gerade mit BA; und BB, seien Az und B3. Dabei ist
wieder darauf zu achten, dass diese beiden Geraden so gezeichnet werden, dass
sich im néchsten Konstruktionsschritt A, und A3 sowie By und B3 jeweils noch
durch das Lineal verbinden lassen.

3 SchlieBlich liegt der Punkt C := A>A3z N B,B3 als Folgerung aus dem Satz
von Desargues auch auf der Gerade AB (AB1, A2B>, A3B3 verlaufen durch einen
gemeinsamen Punkt = C € AB). Wie eingangs erwihnt, sollte C nahe genug bei
A oder B liegen, um die entsprechende Verbindungsstrecke mit dem kurzen Lineal
zeichnen zu konnen und gegebenenfalls in die richtige Richtung durch Anlegen
des Lineals zu verldngern.
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